
CLASA A XII-A

Problema 1. Fie (G, ·) un grup cu elementul neutru e şi H = {x ∈ G : x2 = e}.
a) Demonstraţi că următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) H este parte stabilă ı̂n raport cu ,,·”;

(ii) H este subgrup al lui G;

(iii) operaţia ,,·” este comutativă pe H.

b) Pentru n ≥ 2, notăm cu GLn(R) grupul multiplicativ al matricilor pătratice in-
versabile de dimensiune n cu elemente reale. Este H un subgrup al lui G = GLn(R)
pentru n ≥ 2?

Problema 2. Pentru un număr natural n ≥ 0 considerăm In =
∫

xnearctg x
√
1+x2 dx, x ∈ R.

a) Să se arate că pentru orice n ≥ 1, are loc relaţia

(n + 1)In+1 + In + nIn−1 = xn
√

1 + x2earctg x.

b) Să se calculeze I2.

Problema 3. Fie (G, ·) un grup cu 2n + 1 elemente, n ∈ N, pentru care există o funcţie
f : G→ G cu proprietatea că f (x2f(y)) = xyf(f(x)) oricare ar fi x, y ∈ G. Demonstraţi
că G este comutativ.

Problema 4. Fie f : [0,∞) → [0,∞) o funcţie continuă, concavă şi F,G : [0,∞) →
[0,∞) definite prin F (x) =

∫ x

0
f(t)dt şi G(x) =

∫ √x
0

f(t)dt. Să se arate că:
a) G este concavă;
b) pentru orice z, w ∈ C are loc inegalitatea

2(F (|z|) + F (|w|)) ≥ F (|z + w|) + F (|z − w|).

Timpul de lucru este de 3 ore. Fiecare problemă este notată de la 0 la 7 puncte.


